
【問題】 D と E を集合 X 上の同値関係とし, X 上の 2 項関係 ∼ を次で定義する.

x ∼ y ⇔ x0, . . . , xn ∈ X (n ≥ 1) が存在して次の 2 条件を満たす :
・ x0 = x, xn = y
・ xiDxi+1 または xiExi+1

このとき, 以下を示せ.
(1) ∼ は X 上の同値関係である.

(2) X 上の同値関係 ≡ が次の条件を満たすとする.

x, y ∈ X に対して xDy または xEy ならば x ≡ y. (∗)

このとき x, y ∈ X に対して x ∼ y ならば x ≡ y が成り立つ.

(H31 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1) (反射律) x ∈ X に対し x0 = x1 = x とする. D は同値関係だから x0Ex1. 故に x ∼ x.

(対称律) x, y ∈ X に対し x0 = x, xm = y かつ xiDxi+1 または xiExi+1 となる列 x0, . . . , xm が存在したとす

る. このとき yi = xm−i (i = 0, . . . ,m) と置けば y0 = xm = y, ym = x0 = x であり, xm−i−1Dxm−i または
xm−i−1Exm−i, 従って yi−1Dyi または yi−1Eyi だから y ∼ x となる.

(推移律) x, y, z ∈ X に対し x0 = x, xm = y かつ xiDxi+1 または xiExi+1 となる列 x0, . . . , xm 及び y0 = y, yn = z

かつ yiDyi+1 または yiEyi+1 となる列 y0, . . . , yn が存在したとする. このとき zi = xi (i = 0, . . . ,m), yi−m

(i = m+ 1, · · · ,m+ n) と置けば z0 = x, zm+n = z であり, xm = y0 に注意すれば ziDzi+1 または ziEzi+1 が成り立
ち, 故に x ∼ z である.

以上より 2 項関係 ∼ は同値関係である事が確かめられた.

(2) x ∼ y だとし, x0 = x, xm = y かつ xiDxi+1 または xiExi+1 (i = 0, . . . ,m) となる列 x0, x1, · · · , xm をとる.

仮定より xi ≡ xi+1 (i = 0, . . . ,m) だから, 推移律より x ≡ y となる.



【問題】 集合 A の部分集合の族 {Xn}n∈N と写像 f : A→ A について以下を示せ.

(1) f(
∩

n∈N Xn) ⊂
∩

n∈N f(Xn).

(2) f が単射ならば f(
∩

n∈N Xn) =
∩

n∈N f(Xn).

(3) 全ての y ∈ A に対して f−1({y}) が有限集合であり, 全て n ∈ N に対して Xn+1 ⊂ Xn が成り立つならば
f(

∩
n∈N Xn) =

∩
n∈N f(Xn).

(H29 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1)
∩

n∈N Xn ⊂ Xn より f(
∩

n∈N Xn) ⊂ f(Xn). 従って f(
∩

n∈N Xn) ⊂
∩

n∈N f(Xn).

(2) c (1) より f(
∩

n∈N Xn) = ∅, 従って
∩

n∈N Xn = ∅. 一方, f(
∩

n∈N Xn) ̸= ∅ の場合, y ∈
∩

n∈N f(Xn) をとる

とき, 各 n に対し y = f(xn) となる xn ∈ Xn がとれる. f(xn) = y = f(x0) と f の単射性より xn = x0 ∈ X0. 故に
x0 ∈

∩
n∈N Xn, y = f(x0) ∈ f(

∩
n∈N Xn) となる.

(3) (2) と同様に f(
∩

n∈N Xn) = ∅ ならば等式が成立. 一方, f(
∩

n∈N Xn) ̸= ∅ だとし, y ∈
∩

n∈N f(Xn) をとる.

f(x1) = y となる x1 ∈ X1 をとる. 更に

f(xi) = y, xi ∈ Xni , (i = 1, 2, . . . , k), n1 = 1 < n2 < · · · < nk

となる列 x1, x2, · · · , xk が存在したとし, 更に xk ∈ Xnk+1−1 かつ xk ̸∈ Xnk+1 となる nk が存在するならば, f(xk+1) = y

となる xk+1 ∈ Xnk+1 をとる. f−1({y}) が有限である事から, この操作は n 回 (有限回) で終了. xn ∈
∩

n∈N Xn だから

y = f(xn) ∈ f(
∩

n∈N Xn) となる.



【問題】 空でない集合 X に対して, 直積集合 X ×X 上の同値関係 ∼ を

(x1, x2) ∼ (y1, y2) ⇐⇒ (x1, x2) = (y1, y2) または (x1, x2) = (y2, y1)

で定める. 商集合 (X ×X)/ ∼ に対し, 写像 q : X ×X → (X ×X)/ ∼ を標準射影 (商写像) とする. また X ×X の部分
集合 D を

D = {(x1, x2) ∈ X ×X | x1 = x2}

で定める.
(1) X ×X 上の関係 ∼ は確かに同値関係である事を示せ.

(2) 写像 q の D への制限 q|D : D → (X ×X)/ ∼ は単射である事を示せ.

(3) 全単射 f : q(D) → X が存在する事を示せ.

(H28 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1) (反射律) (x1, x2) = (x1, x2) より (x1, x2) ∼ (x1, x2) である.

(対称律) (x1, x2) ∼ (y1, y2) とする. (x1, x2) = (y1, y2) ならば (y1, y2) = (x1, x2) だから (y1, y2) ∼ (x1, x2).

(x1, x2) = (y2, y1) ならば (y1, y2) = (x2, x1) だから (y1, y2) ∼ (x1, x2).

(推移律) (x1, x2) ∼ (y1, y2) かつ (y1, y2) ∼ (z1, z2) だとする.

(x1, x2) = (y1, y2) (y1, y2) = (z1, z2) ならば (x1, x2) = (z1, z2) だから (x1, x2) ∼ (z1, z2).

(x1, x2) = (y2, y1) (y1, y2) = (z1, z2) ならば (x1, x2) = (z2, z1) だから (x1, x2) ∼ (z1, z2).

(x1, x2) = (y1, y2) (y1, y2) = (z2, z1) ならば (x1, x2) = (z2, z1) だから (x1, x2) ∼ (z1, z2).

(x1, x2) = (y2, y1) (y1, y2) = (z2, z1) ならば (x1, x2) = (z1, z2) だから (x1, x2) ∼ (z1, z2).

従って (x1, x2) ∼ (z1, z2) となる.

以上より関係 ∼ が同値関係である事が示された.

(2) q(x, x) = q(y, y) ならば (x, x) ∼ (y, y). 更に ∼ の定義より x = y となるから (x, x) = (y, y). よって q|D は単射
である.

(3) q(D) の元は q(x, x) (x ∈ X) と一意的に表される. そこで f : q(D) → X を f(q(x, x)) := x と定義する. 定義と
(2) より全単射である事は明らかである.



【問題】 集合 S のベキ集合を P(S) で表す. 以下の問いに答えよ.

(1) X,Y を集合 Z の部分集合とする. このとき次を示せ.

P(X ∪ Y ) ⊂ P(X) ∪ P(Y ) ⇔ X ⊂ Y または Y ⊂ X.

(2) 写像 f : X → Y に対して, 写像 f∗ : P(Y ) → P(X) を f∗(A) = f−1(A) で定義する. ただし f−1(A) = {x ∈
X : f(x) ∈ A} とする. このとき次を示せ.

f は単射 ⇔ f∗ は全射.

(H27 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1) P(X∪Y ) ⊂ P(X)∪P(Y )だとすると X∪Y ∈ P(X)∪P(Y ). X∪Y ∈ P(X)ならば X∪Y ⊂ X ⊂ X∪Y
より Y ⊂ X ∪ Y = X. 同様にすれば X ∪ Y ∈ P(Y ) ならば X ⊂ X ∪ Y = Y となる.

逆に X ⊂ Y だとすると X ∪ Y = Y だから P(X ∪ Y ) ⊂ P(X) ∪ P(Y ). Y ⊂ X のときも同様.

(2) f が単射だとする. 任意の A ∈ P(X) に対し A ⊂ f−1(f(A)) は自明. x ∈ f−1(f(A))−A だとすると f(x) = f(a)

となる a ∈ A が存在するが, f は単射だから x = a ∈ A となり矛盾. 故に f∗(f(A)) = f−1(f(A)) = A, 即ち f∗ は全射
となる.

逆に f∗ が全射だとする. x, y ∈ X に対し f(x) = f(y) だとする. f∗ は全射だから f∗(B) = {x}, f∗(C) = {y} とな
る B,C ∈ P(Y ) がとれる. このとき以下の★より

B ∩ f(X) = f(f−1(B)) = {f(x)} = {f(y)} = f(f−1(C)) = C ∩ f(X)

∴ {x} = f−1(B) = f−1(B ∩ f(X)) = f−1(C ∩ f(X)) = f−1(C) = {y},

従って x = y, 即ち f は単射である.

★ 一般に任意の D ∈ P(Y ) に対し

f−1(D) = f−1(D ∩ f(X)), D ∩ f(X) = f(f−1(D))

が成り立つ. 実際, x ∈ f−1(D) に対し f(x) ∈ D ∩ f(X) だから x ∈ f−1(D ∩ f(X)). f−1(D) ⊃ f−1(D ∩ f(X)) は自

明だから前者の等式が成立. 後者について, y ∈ D ∩ f(X) に対し y = f(x) となる x ∈ X をとれば x ∈ f−1(D), 従って

y ∈ f(f−1(D)). 一方, f(f−1(D)) ⊂ f(f−1(D ∩ f(X))) ⊂ D ∩ f(X) だから後者の等式も成立する.



【問題】 X,Y, Z を集合, f : X → Y 及び g : Y → Z を写像とする.

A = {(x, y) ∈ X × Y : f(x) = g(y)}

とし, 写像 pX : A→ X, pY : A→ Y をそれぞれ pX(x, y) = x, pY (x, y) =

y で定める.
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(1) 集合 W と写像 h : W → X, k : W → Y に対し f · h = g · k が成り立つとき, W から A への写像 ϕ で
pX · ϕ = h, pY · ϕ = k となるものが一意に存在する事を示せ.

(2) f が単射ならば pY も単射である事を示せ.

(3) f が全射ならば pY も全射である事を示せ.

(H26 筑波大学数理物質科学研究科, 改題)

【解答】 (1) w ∈ W に対し f(h(w)) = g(k(w)) より (h(w), k(w)) ∈ A となる. ϕ(w) = (h(w), k(w)) と置けば W か
ら A への写像 ϕ が定義される. pX · ϕ(w) = pX(h(w), k(w)) = h(w), pY · ϕ(w) = pY (h(w), k(w)) = k(w) となる. 今,

写像 ψ : W → A が条件を満たしたとすると pX · ψ(w) = h(w), pY · ψ(w) = k(w) だから ψ(w) = (h(w), k(w)) = ϕ(w),

即ち ψ = ϕ となる.

(2) (x1, y1), (x2, y2) ∈ A に対し pY (x1, y1) = pY (x2, y2) だとする. 仮定より y1 = y2. 更に f(x1) = g(y1) =

g(y2) = f(x2) と f の単射性より x1 = x2 だから (x1, y1) = (x2, y2). 故に pY は単射である.

(3) y ∈ Y に対し f の全射性より f(x) = g(y) となる x ∈ X が存在. (x, y) ∈ A かつ pY (x, y) = y となる. 故に pY

は全射である.



【問題】 空ではない集合と写像の列

A B
f // C

g // D
h //

に於いて g · f : A→ C は全射, h · g : B → D は単射であるとする. 次を示せ.
(1) g は全単射である.

(2) f は全射である.

(3) h は単射である.

(H25 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1) g · f が全射である事より, c ∈ C に対し g(f(a)) = c となる a ∈ A がとれる. b = f(a) とすれば g(b) = c

となる. 次に g(b) = g(b′) だとする. h · g は単射だから h(g(b)) = h(g(b′)) より b = b′. 故に g は全射でもある.

(2) b ∈ B に対し g(b) = g(f(a)) となる a ∈ A をとれば, (1) より b = f(a). 従って f は全射である.

(3) c, c′ ∈ C に対し h(c) = h(c′) だとする. h · g(g−1(c)) = h(c) = h(c′) = h · g(g−1(c′)) より g−1(c) = g−1(c′),

c = g(g−1(c)) = g(g−1(c′)) = c′. 従って h は単射である.



【問題】 集合 S から {0, 1} への写像全体の集合を {0, 1}S と表す. 写像 f : A → B に対して f : {0, 1}B → {0, 1}A を

f(g) = g · f で定義する. このとき次を示せ.

(1) f は単射である ⇔ f は全射である.

(2) f は全射である ⇔ f は単射である.

(H22 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1) f が単射なとき, h ∈ {0, 1}A に対し g(b) = 0 (b ∈ B − f(A)), g(b) = h(a) (b = f(a), a ∈ A) と

すれば g ∈ {0, 1}B であり, かつ f(g) = h となる. 一方, f(a1) = f(a2) (a1 ̸= a2) だとすれば, h(a1) ̸= h(a2)

となる h ∈ {0, 1}A がとれる. 仮に f が全射だとすると f(g) = h となる g ∈ {0, 1}B が存在するが, このとき

h(a1) = f · g(a1) = f · g(a2) = h(a2) となり矛盾する. 故に f は全射ではない.

(2) f が全射なとき, g1, g2 ∈ {0, 1}B について f(g1) = f(g2) だとする. 任意の b ∈ B に対し b = f(a) となる a ∈ A

をとれば g1(b) = g1(f(a)) = g2(f(a)) = g2(b). 従って g1 = g2 となる. 一方, B ̸= f(A) のとき,
∣∣g0∣∣B−f(A)

= i,∣∣g0∣∣f(A)
= 1, (i = 0, 1) とすれば g0 ̸= g1 かつ f(g1) = f(g2) となる.



【問題】 f : A→ B を集合 A から集合 B への写像とするとき, (1) と (2) を示せ.

(1) A の部分集合 X が X = f−1(f(X)) を満たすならば, A の任意の部分集合 Y に対して f(X ∩ Y ) = f(X) ∩ f(Y )

が成り立つ.
(2) A の部分集合 X が, A の任意の部分集合 Y に対して f(X ∩Y ) = f(X)∩ f(Y ) を満たすならば, X = f−1(f(X))

が成り立つ.

(H18 筑波大学数理物質科学研究科)

【解答】 (1) f(X ∩ Y ) ⊂ f(X) ∩ f(Y ) は自明なので, 逆の包含関係を示せばよい. z ∈ f(X) ∩ f(Y ) だとする.

z = f(y) となる y ∈ Y をとるとき, y ∈ f−1(z) ⊂ f−1(f(X)) と仮定より y ∈ X ∩ Y . 従って z ∈ f(X ∩ Y ). 故に
f(X ∩ Y ) ⊃ f(X) ∩ f(Y ) となる.

(2) X ⊂ f−1(f(X)) は自明だから, 逆の包含関係を示せばよい. y ∈ f−1(f(X)) だとすると f(y) ∈ f(X) ∩ f({y}) =

f(X ∩ {y}) より X ∩ {y} ̸= ∅, 即ち y ∈ X が成立. 故に f−1(f(X)) ⊂ X, f−1(f(X)) = X である.


