
【問題】 n 次実正方行列全体の作る R上のベクトル空間を V とし, f : V → R を線形写像とする. このとき
(1) V の次元と基底を求めよ.

(2) n 次元実正方行列 A が唯一つ存在して, すべての X ∈ V に対し f(X) = tr(AX) を満たす事を証明せよ. さら

にすべての X ∈ V に対し f(X) = f(tX) が成立するとき, A = tA である事を示せ.

(H14 東北大学理学研究科 数学専攻)

【解答】(1) 1 ≤ p, q ≤ n に対して Epq = [δipδjq ] (δij は Kronecker の delta 記号) とする. 任意の X ∈ V は

X =



x11 · · · x1q · · · x1n

.

..
xp1 · · · xpq · · · xpn

..

.
xn1 · · · xnq · · · x1n

 =
n∑

p,q=1

xpq



0 0 · · · 0
.
..

0 · · · 1 · · · 0
..
.

0 0 0

 =
n∑

p,q=1

xpqEpq

と表され, よって {Epq}p,q=1,··· ,n は R 上 V を生成する. また行列の等号の定義より,
∑n

p,q=1 xpqEpq = O ならば xpq = 0 だか

ら, {Epq}p,q=1,··· ,n は R 上 1 次独立な系. よって {Epq}p,q=1,··· ,n は V の R 上の基底となる.

(2) (i) A = [aij ], B = [bij ] ∈ V に対し tr(AX) = tr(BX) (X ∈ V ) であるとする. X = Eij のとき

tr(AEij) = tr

j
∨

0
..
.
0

· · ·
a1i

..

.
ani

· · ·
0
..
.
0


 = aji

となるから, これより A = B が導かれる.

(ii) f に対し A = [aij ], aij = f(Eji) とすると上の計算より tr(AEij) = f(Eij) が成立. X 7→ tr(AX) は V から R への線形写像
だから, 任意の X ∈ V に対し f(X) = tr(AX) が成立する.

上の (i) (ii) より f に対する f(X) = tr(AX) (X ∈ V ) となる A の一意的な存在が分かる. 更に f(X) = f(tX) (X ∈ V ) が成

立したとする. 上の考察より A = [aij ] について aij = f(Eji) = f(Eij) = aji が成立し, 従って tA = A が成立する.



【問題】 n 次正方行列 A の第 i 行と第 j 行が等しいとき, 第 i 列を第 j 列に加えた行列に於いて, 第 i 行, 第 i 列を
取り除いて得られる (n − 1) 次正方行列を B とする. 行列 A, B の固有多項式をそれぞれ ϕA(t), ϕB(t) とするとき,

ϕA(t) = tϕB(t) と表される事を示せ.

(S55 東北大学工学研究科 情報工学専攻)

【解答】A の (i, j) 成分を aij のとき, (n − 1) 次正方行列 B は次で与えられる.

B =



a11 · · · a1i−1 a1i+1 · · · a1i + a1j · · · a1n

.

..
.
..

.

..
ai−11 · · · ai−1i−1 ai−1i+1 · · · ai−1i + ai−1j · · · ai−1n
ai+11 · · · ai+1i−1 ai+1i+1 · · · ai+1i + ai+1j · · · ai+1n

..

.
..
.

..

.
ai1 · · · aii−1 aii+1 · · · aii + aij · · · ain

..

.
..
.

..

.
an1 · · · ani−1 ani+1 · · · ani + anj · · · ann



< i − 1
< i

< j

一方, ϕA(t) を次のように変形する :

ϕA(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t − a11 · · · −a1i · · · −a1i − a1j · · · −a1n

.

..
.
..

−ai1 · · · t − aii · · · t − aii − aij · · · −ain

.

..
.
..

−ai1 · · · −aii · · · t − aii − aij · · · −ain

..

.
..
.

−an1 · · · −ani · · · −ani − anj · · · t − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

< i

< j

(第 j 列 + 第 i 列)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t − a11 · · · −a1i · · · −a1i − a1j · · · −a1n

..

.
..
.

0 · · · t · · · 0 · · · 0
..
.

..

.
−ai1 · · · −aii · · · t − aii − aij · · · −ain

.

..
.
..

−an1 · · · −ani · · · −ani − anj · · · t − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

< i

< j

(第 j 行 − 第 i 行)

=t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

t − a11 · · · −a1i−1 −a1i+1 · · · −a1i − a1j · · · −a1n

.

..
.
..

.

..
−ai−11 · · · t − ai−1i−1 −ai−1i+1 · · · −ai−1i − ai−1j · · · −ai−1n
−ai+11 · · · −ai+1i−1 t − ai+1i+1 · · · −ai+1i − ai+1j · · · −ai+1n

..

.
..
.

..

.
−ai1 · · · −aii−1 −aii+1 · · · t − aii − aij · · · −ain

..

.
..
.

..

.
−an1 · · · −ani−1 −ani+1 · · · −ani − anj · · · t − ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

< i − 1
< i

< j

(
第 i 行に関する

余因子展開

)

この変形より ϕA(t) = tϕB(t) が分かる.


