
3 線形空間・線形写像

【問題】V を体 K 上の線形空間, W1, · · · , Wm を V の部分空間とする.

(i)

W1 + W2 + · · · + Wm = {w1 + w2 + · · · + wm ∈ V : wi ∈ Wi}

は V の部分空間となる事を証明せよ.

(ii)

W1 ∩ W2 ∩ · · · ∩ Wm = {w ∈ V : w ∈ Wi (i = 1, · · · , m)}

は V の部分空間となる事を証明せよ.

(iii) W1 ∩ (W2 + · · · + Wm) ⊃ W1 ∩ W2 + · · · + W1 ∩ Wm となる事を示せ.

(iv) W1 + (W2 ∩ · · · ∩ Wm) ⊂ (W1 + W2) ∩ · · · ∩ (W1 + Wm) となる事を示せ.

(vi) (iii) (iv) の逆の包含関係は一般に成立しない. 逆の包含関係に対する反例をそれぞれ挙げよ.

【解答】(i) Wi は部分空間だから o ∈ Wi. 従って o = o+ · · ·+o ∈ W1 + · · ·+ Wm となる. 次に vi,wi ∈ Wi, α, β ∈ K ならば

α(v1 + · · · + vm) + β(w1 + · · · + wm) = (αv1 + βw1) + · · · + (αvm + βwm) ∈ W1 + · · · + Wm.

従って W1 + · · · + Wm は部分空間である.

(ii) Wi は部分空間だから o ∈ Wi, 従って o ∈ W1 ∩ · · · ∩ Wm. 次に v,w ∈ W1 ∩ · · · ∩ Wm, α, β ∈ K のとき, v,w ∈ Wi

(i = 1, · · · , m) および各 Wi が部分空間である事から

αv + βwm ∈ Wi (i = 1, · · · , m) ∴ αv + βwm ∈ W1 ∩ · · · ∩ Wm.

従って W1 ∩ · · · ∩ Wm は部分空間である.

(iii) w2 + · · ·+wm ∈ (W1∩W2)+ · · ·+(W1∩Wm) (wi ∈ W1∩Wi (i = 2, · · · , m)) だとする. 特に wi ∈ W1 およびW1 が部分
空間である事から w2 + · · ·+wm ∈ W1. 一方, w2 + · · ·+wm ∈ W2 + · · ·+Wm だから, w2 + · · ·+wm ∈ W1∩(W2 + · · ·+Wm).

従って題意の包含関係は成立する.

(iv) w1 + w ∈ W1 + (W2 ∩ · · · ∩ Wm) (w1 ∈ W1,w ∈ W2 ∩ · · · ∩ Wm) とする. 特に w1 + w ∈ W1 + Wi (i = 2, · · · , m) よ
り w1 + w ∈ (W1 + W2) ∩ · · · ∩ (W1 + Wm). 従って題意の包含関係は成立する.

(v) e1, e2 を R2 の基本ベクトルとし, W1 = R(e1+e2), W2 = Re1, W3 = Re2

とする. このとき

W1 ∩ (W2 + W3) = W1 ∩ R2 = W1,

W1 ∩ W2 = {o}, W1 ∩ W3 = {o}, W1 ∩ W2 + W1 ∩ W3 = {o}

より W1 ∩ (W2 + W3) ̸⊂ W1 ∩ W2 + W1 ∩ W3 となる. また

W1 + W2 ∩ W3 = W1 + {o} = W1,

W1 + W2 = R2, W1 + W3 = R2, (W1 + W2) ∩ (W1 + W3) = R2

より W1 + (W2 ∩ W3) ̸⊃ (W1 + W2) ∩ (W1 + W3) となる.
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【問題】V を R 上の線形空間とし, (·, ·) を V 上の内積とする. また a, b ∈ V (a, b ̸= o) を固定する. 写像
Ta,b : V → V を Ta,b(x) = x− (x, b)a により定義する.

(i) Ta,b は V 上の線形変換であることを示せ.

(ii) W = {x ∈ V : Ta,b(x) = x} は V の部分空間であることを示し, その次元を求めよ.

(iii) (a, b) = 2 のとき, Ta,b の固有多項式 ΦT (t) を求めよ.

(iv) (a, b) = 2 のとき, Ta,b の最小多項式 mT (t) を求めよ.

【解答】(i) x,y ∈ V , α, β ∈ R に対し

Ta,b(αx + βy) = αx + βy − ((αx + βy), b)a

= αx + βy − {α(x, b) + β(y, b)}a = α(x− (x, b)a) + β(y − (y, b)a)

より Ta,b(αx + βy) = αT (x) + βT (y), 従って Ta,b は V 上の線形変換である.

(ii) b に対し

fb : V → R, fb(x) = (x, b)

とする. 内積の定義より f は V 上の線形形式, 即ち V から R への線形写像であり, b ̸= o より f(b) ̸= 0 となるから, 線形写像に関す
る次元定理より

n = dim V = dimKerfb + dim Imfb = dimKerfb + 1

即ち dimKerfb = n − 1 となる. 定義より x ∈ V について

Ta,b(x) = x− fb(x)a = x ⇔ fb(x) = 0 ⇔ x ∈ Kerfb

だから W = Kerfb であり, 右辺の核は部分空間だから W は部分空間である. だから dim W = dimKerfb = n − 1 となる.

(iii) x1, · · · ,xn−1 を W の基底とするとき, B = {x1, · · · ,xn−1,a} は V の基底である.

∵ 1 次独立性が示されれば B は基底である事が分かる. 今, c1x1 + · · · + cn−1xn−1 + cna = o だとする. このとき Ta,b(a) = −a

だから

o = T (c1x1 + · · · + cn−1xn−1 + cna) = c1x1 + · · · + cn−1xn−1 − cna,

即ち cna = c1x1 + · · ·+ cn−1xn−1 ∈ W となる. cn ̸= 0 だとすると a ∈ W となるが, これは W の定義に反するから cn = 0 であ
る. さらに c1x1 + · · ·+ cn−1xn−1 = o と {x1, · · · ,xn−1} の 1 次独立性より c1 = · · · = cn−1 = 0. よって B は 1 次独立であり,

従って B は V の基底となる. ■

Ta,b(xi) = xi, 及び Ta,b(a) = −a より, Ta,b の B に関する表現行列は
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
である. よって Ta,b の固有多項式は ΦT (t) = (t − 1)n−1(t + 1) である.

(iv) (iii) より最小多項式は mT (t) = (t − 1)ℓ(t + 1) (1 ≤ ℓ ≤ n − 1) という形になる. 一方, 任意の x ∈ V に対し

(Ta,b + 1V )(Ta,b − 1V )(x) = (Ta,b + 1V )(fb(x)a) = fb(x)(−a + a) = o

従って (Ta,b + 1V )(Ta,b − 1V ) = O となるから, Ta,b の最小多項式は mT (t) = (t − 1)(t + 1) = t2 − 1 である.



【問題】A =

−3 1 2

−4 1 3

−7 2 5

 とする. R3 上の線形変換 f を f(x) = Ax, R3 の部分空間 V を V = {x ∈ R3 |

4x1 + x2 − 3x3 = 0} により定める.

(1) Kerf の基底と次元を求めよ.

(2) V ∩ Imf の基底を求めよ.

(3) V の基底 {u,v} で v = f(u) となる組を求めよ.

【解答】(1) A の簡約化は

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

 だから, x = t[x1, x2, x3] ∈ R3 に対し

f(x) = o ⇔
{

x1 − x3 = 0
x2 − x3 = 0 ⇔ x = c

[
1
1
1

]
(c ∈ R)

より


1
1
1

 が Kerf の基底となり, 従ってその次元は 1 である.

(2) (1) の簡約化より


−3
−4
−7

 ,

1
1
2

 が Imf の基底となる. 列基本変形を施して

[−3 1
−4 1
−7 2

]
−→

[
1 −3
1 −4
2 −7

]
−→

[
1 0
1 −1
2 −1

]
−→

[
1 0
0 1
1 1

]

最右辺の列簡約化の結果より

[c1 c2 c3]

[−3 1
−4 1
−7 2

]
= [0 0] ⇔

{
c1 + c3 = 0
c2 + c3 = 0 ⇔ [c1 c2 c3] = c[1 1 − 1] (c は任意)

従って Imf = {x ∈ R3 | x1 + x2 − x3 = 0}, V ∩ Imf =

{
x ∈ R3

∣∣∣∣ 4x1 + x2 − 2x3 = 0
x1 + x2 − x3 = 0

}
となる. この方程式の係数行列に行基

本変形を施して [
4 1 −2
1 1 −1

]
−→

[
0 −3 2
3 3 −3

]
−→

[
1 0 −1/3
0 1 −2/3

]
最右辺の簡約化の結果より x = t[x1 x2 x3] ∈ R3 について

x ∈ V ∩ Imf ⇔
{

x1 − (1/3)x3 = 0

x2 − (2/3)x3 = 0
⇔ x = c

[
1
2
3

]
(c は任意).

従って


1
2
3

 が V ∩ Imf の基底となる.

(3) u =

1
2
3

 ∈ V ∩ Imf と置く. また方程式の形より V の基底として

v1 =

−1
4
0

 ,v2 =

1
0
2

 がとれる.

[ f(v1) f(v2) | u ] =

[
7 1
8 2
15 3

1
2
3

]
−→

[
1 0
0 1
0 0

0
1
0

]

より u = f(v2) となる. ここで v = v2 と置けば v,u ∈ V かつ 1 次独立だから {v,u} は V の基底となり, u = f(v) を満たす.

線形写像 f : V → R3 の基底 {v1,v2}, {e1, e2, e3} (R3 の標準基底) に関する表現行列 [f(v1), f(v2)] について, 上の計算よりそ
の階数が 2 となる事が分かる. 線形写像に関する次元定理 dim V = dimKerf + rank f より dimKerf = 0, 即ち, f は単射だから,
c ∈ R − {0} に対し f(x) = cu となる x ∈ V は cv のみとなる.

以上の事から {cu, cv} (c ̸= 0) が求める基底となる.


