
【問題】 f(x) を R1 上の可積分関数とする.

h(x) =

∫ ∞

−∞

f(x − t)

1 + t2
dt

とおくとき, 次の不等式が成立することを示せ.∫ ∞

−∞
|h(x)|dx ≤ π

∫ ∞

−∞
|f(x)|dx
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【解答】 ∫ ∞

−∞
|h(x)|dx ≤

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

|f(x − t)|
1 + t2

dt

)
dx

=

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞

|f(x − t)|
1 + t2

dx

)
dt =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(x − t)|dx

)
1

1 + t2
dt

x − t = y と置くと dy = dx, −∞ → x → ∞ ⇔ −∞ → y → ∞ だから
∫ ∞

−∞
|f(x − t)|dx =

∫ ∞

−∞
|f(y)|dy. 従って

∫ ∞

−∞
|h(x)|dx ≤

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
|f(y)|dy

)
1

1 + t2
dt =

(∫ ∞

−∞

dt

1 + t2

)(∫ ∞

−∞
|f(y)|dy

)
.

右辺の第一因子は
∫ ∞

−∞

dt

1 + t2
= 2 lim

ε→∞

∫ ε

0

dt

1 + t2
= 2 lim

ε→∞
tan−1 ε = π だから

∫ ∞

−∞
|h(x)|dx ≤ π

∫ ∞

−∞
|f(y)|dy.


