
【問題】 3 次元空間の座標 (x, y, z) と原点との距離を r とするとき, 関数 f(x, y, z) =
1

r
e−λr の 3 次元 Fourier 変換

F (k1, k2, k3) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

e−λr

r
e−i(k1x1+k2x2+k3x3)dx1dx2dx3

を求めよ, ただし k1, k2, k3 は実数, λ は正の実数, i を虚数単位とする.
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【解答】 k =

k1

k2

k3

 とする. k に対し R3 の右手系である正規直交基底 (e1, e2, e3) (e3 =
1

∥k∥
k) をとり, ej =

g1j

g2j

g3j

,

g = [gij ] と置けば g は行列式が 1 となる直交行列になる. 更に yj = g1jx1 + g2jx2 + g3jx3 (j = 1, 2, 3) と置く. このとき

xi = gi1y1 + gi2y2 + gi3y3 (i = 1, 2, 3) であり,

k · x =k1(g11y1 + g12y2 + g13y3) + k2(g21y1 + g22y2 + g23y3) + k3(g31y1 + g32y2 + g33y3)

=(k1g11 + k2g21 + k3g31)y1 + (k1g12 + k2g22 + k3g32)y2 + (k1g13 + k2g23 + k3g33)y3

=(k · e1)y1 + (k · e2)y2 + (k · e3)y3 = ∥k∥y3.

また dy1dy2dy3 = det(g)dx1dx2dx3 = dx1dx2dx3 だから

F (k1, k2, k3) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

e−λr

r
e−i∥k∥y3dy1dy2dy3

ここで球面極座標 y1 = r sin θ cos ϕ, y2 = r sin θ sin ϕ, y3 = r cos θ (0 ≤ r < ∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π) に変換すれば

F (k1, k2, k3) =

∫ ∞

0

(∫ π

0

(∫ 2π

0

e−λr

r
e−i∥k∥r cos θr2 sin θdϕ

)
dθ

)
dr

=2π

∫ ∞

0
re−λr

(∫ π

0
e−i∥k∥r cos θ sin θdθ

)
dr

=2π

∫ ∞

0
re−λr

[
1

i∥k∥r
e−i∥k∥r cos θ

]π

0

dr

=
2π

i∥k∥

∫ ∞

0
(e−(λ−i∥k∥)r − e−(λ+i∥k∥)r)dr

=
2π

i∥k∥

[
e−(λ−i∥k∥)r

−(λ − i∥k∥)
−

e−(λ+i∥k∥)r

−(λ + i∥k∥)

]∞
0

=
2π

i∥k∥

[
−

(λ + i∥k∥)e−(λ−i∥k∥)r

λ2 + ∥k∥2
+

(λ − i∥k∥)e−(λ+i∥k∥)r

λ2 + ∥k∥2

]∞
0

=
2π

i∥k∥

[
(λ − i∥k∥)e−(λ+i∥k∥)r − (λ + i∥k∥)e−(λ−i∥k∥)r

λ2 + ∥k∥2

]∞
0

λ は正の定数だから |e−(λ±i∥k∥)r| = e−λr → 0 (r → ∞).

∴ F (k1, k2, k3) =
2π

i∥k∥
−(λ − i∥k∥) + (λ + i∥k∥)

λ2 + ∥k∥2
=

4π

λ2 + ∥k∥2


