
【問題】 関数 f(t) の Fourier 変換を

F [f(t)](ω) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−jωtdt

で定義する. 以下の問に答えよ.

(a) 単位インパルス関数 (デルタ関数) δ(t) の Fourier 変換 F [δ(t)] を求めよ.

(b) 周期 T の等間隔単位インパルス列

δT (t) =

∞∑
n=−∞

δ(t − nT )

を Fourier 級数展開し, その式を Fourier 変換することで, δT (t) の Fourier 変換を計算せよ. ただし指数関数

ejω0t の Fourier 変換は

F [ejω0t] = 2πδ(ω − ω0)

である.

(c) 2 つの時間関数 f(t), g(t) の Fourier 変換をそれぞれ F (ω), G(ω) とする. このとき両関数の積 f(t)g(t) の
Fourier変換を F (ω), G(ω) を用いて表せ.

(d) (b) と (c) の結果を用いて時間関数 h(t) を周期 T で理想的に標本化した関数 hs(t) の Fourier 変換 Hs(t) を
求めよ. ただし h(t) の Fourier 変換を H(ω) とする.
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【解答】 (a) F [δ(t)] =

∫ ∞

−∞
δ(t)e−jωtdt = e−ω·0 = 1

(b) 周期 T の関数 f(t) は f(t) =
∑∞

n=−∞ cnej 2π
T

nt (cn =
1

T

∫ T
2

− T
2

f(t)e−j 2π
T

ntdt と Fourier 級数展開される. f(t) = δT (t)

とすると

cn =
1

T

∫ T
2

− T
2

δT (t)e−j 2π
T

ntdt =
1

T

∞∑
m=−∞

∫ T
2

− T
2

δ(t − mT )e−j 2π
T

ntdt

=
1

T

∑
m ̸=0

∫ T
2

− T
2

δ(t − mT )e−j 2π
T

ntdt +
1

T

∫ T
2

− T
2

δ(t)e−j 2π
T

ntdt =
1

T

∑
m ̸=0

0 +
1

T
e−j 2π

T
n·0 =

1

T

より δT (t) =
∑∞

n=−∞ cnej 2π
T

nt =
1

T

∑∞
n=−∞ ej 2π

T
nt となる. ここで F [ejω0t] = 2πδ(ω − ω0) を用いれば

F [δT ](ω) =
1

T

∞∑
n=−∞

F
[
ej 2π

T
nt
]
(ω) =

2π

T

∞∑
n=−∞

δ (ω − 2nπ/T ) .

(c) F, G の合成積 F ∗ G(ω) =

∫ ∞

−∞
F (ω − σ)G(σ)dσ について

F ∗ G(ω) =

∫ ∞

−∞

(∫ ∞

−∞
f(t)e−j(ω−σ)tdt

)(∫ ∞

−∞
g(τ)e−jστ dτ

)
dσ

=

∫ ∞

−∞
f(t)

(∫ ∞

−∞
g(τ)

(∫ ∞

−∞
ejσte−jστ dσ

)
dτ

)
e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
f(t)

(∫ ∞

−∞
g(τ)F [ejσt](τ)dτ

)
e−jωtdt

=

∫ ∞

−∞
f(t)

(∫ ∞

−∞
g(τ)2πδ(τ − t)dτ

)
e−jωtdt = 2π

∫ ∞

−∞
f(t)g(t)e−jωtdt

従って F [fg](ω) =
1

2π
(F ∗ G)(ω) となる.



(d) hs(t) = (δT h)(t), (c) 及び (b) より

Hs(ω) = F [hs](ω) =
1

2π
(F [δT ] ∗ H)(ω) =

1

T

∞∑
n=−∞

(δ (ω − 2nπ/T ) ∗ H) (ω)

=
1

T

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
δ (ω − σ − 2nπ/T ) H(σ)dσ

=
1

T

∞∑
n=−∞

∫ ∞

−∞
δ (σ − (ω − 2nπ/T )) H(σ)dσ =

1

T

∞∑
n=−∞

H (ω − 2nπ/T )


