
【問題】 A(x) は n 次正方行列で, 各成分が x について開区間 (a, b) 上で連続であるとする. Y (x) は n 次正方行列で, 開
区間 (a, b) 上で

dY (x)

dx
= A(x)Y (x) (E0)

を満たし, 或る x0 ∈ (a, b) について Y (x0) = I が成り立つものとする. ただし I は n 次の単位行列である.

(i)

d

dx
det Y (x) = (trA(x)) det Y (x) (E1)

が成り立つ事を示し, 任意の x ∈ (a, b) に対して det Y (x) ̸= 0 である事を示せ.

(ii) M0 を n × n 定数行列とし, M(x) = Y (x)M0Y (x)−1 と置く. このとき M(x) は

dM(x)

dx
= A(x)M(x) − M(x)A(x) (E2)

を満たす事を示せ.
(iii) 上の (E2) を M(x) に対する微分方程式と見做す. N(x) を (E2) の解とすると, 勝手な x1, x2 ∈ (a, b) に対し

N(x1) と N(x2) とは相似である事と示せ.
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【解答】 ′ により x に関する微分を表す.

(i) A(x) = [aij ] とし, Y (x) = [y1, · · · , yn] を列ベクトルへの分割とする. 更に Ayj = a1jy1 + · · · + anjyn とすると

(det Y (x))′ =

n∑
j=1

det[y1, · · · , y′
j , · · · , yn] =

n∑
j=1

det[y1, · · · , Ayj , · · · , yn]

=

n∑
j=1

n∑
i=1

aij det[y1, · · · ,
j
∨
yi, · · · , yn]

=
n∑

j=1

ajj det[y1, · · · ,
j
∨
yj , · · · , yn] = (trA) det Y

故に (det Y )′ = (trA) det Y となる.

(ii) 一般の n 次正方行列値関数 A(x), B(x) に対し d(A(x)B(x))
dx

=
dA(x)

dx
B(x) + A(x)

dB(x)
dx

だから,

O =
d(Y (x)Y (x)−1)

dx
=

dY (x)

dx
Y (x)−1 + Y (x)

d(Y (x)−1)

dx
, ∴ d(Y (x)−1)

dx
= −Y (x)−1 dY (x)

dx
Y (x)−1.

∴ dM

dx
=

dY

dx
M0Y −1 + Y M0

d(Y −1)

dx

=
dY

dx
M0Y −1 − Y M0Y −1 dY

dx
Y −1 = AY M0Y −1 − Y M0Y −1A = AM − MA.

(iii) M = e−xANexA と置くと

dM

dx
= − Ae−xANexA + e−xA(AN − NA)exA + e−xANAexA

= − Ae−xANexA + Ae−xANexA − e−xANAexA + e−xANAexA = O

と M(0) = N(0) = M0 より恒等的に M = M0, 従って N = exAM0e−xA となる. この表示より

N(x2) = ex2AM0e−x2A = e(x2−x1)Aex1AM0e−x1Ae−(x2−x1)A

より N(x2) = PN(x1)P−1 (P = e(x2−x1)A) となる.


