
§ 4.4 (p.104)

1. 次の 2 変数関数 f(x, y) の 2次導関数 fxx(x, y), fxy(x, y) および fyy(x, y) を求めよ.

(1) f(x, y) = x4 − 3x2y + 4xy2 − y4 (2) f(x, y) =
x + y

x3 + xy2 − 2y3

(3) f(x, y) = (x2 + y2)
2
3 (4) f(x, y) = e

y
x (5) f(x, y) = log | sin(x2 + y)|

【解答】 (1) fx(x, y) = 4x3 − 6xy + 4y2, fy(x, y) = −3x2 + 8xy − 4y3 より

fxx(x, y) = 12x2 − 6y, fxy(x, y) = −6x + 8y, fyy(x, y) = 8y − 12y2.

(2) fx(x, y) =
(x3+xy2−2y3)−(x+y)(3x2+y2)

(x3+xy2−2y3)2
= −2x3−3x2y−3y3

(x3+xy2−2y3)2
, fy(x, y) =

(x3+xy2−2y3)−(x+y)(2xy−6y2)

(x3+xy2−2y3)2
=

x3−2x2y+7xy2+4y3

(x3+xy2−2y3)2
より

fxx(x, y) =
(−6x2 − 6xy)(x3 + xy2 − 2y3) − 2(−2x3 − 3x2y − 3y3)(3x2 + y2)

(x3 + xy2 − 2y3)3

=
6x5 + 12x4y − 2x3y2 + 30x2y3 + 12xy4 + 6y5

(x3 + xy2 − 2y3)3
,

fxy(x, y) =
(−3x2 − 9y2)(x3 + xy2 − 2y3) − 2(−2x3 − 3x2y − 3y3)(2xy − 6y2)

(x3 + xy2 − 2y3)3

=
−3x5 + 8x4y − 24x3y2 − 30x2y3 + 3xy4 − 18y5

(x3 + xy2 − 2y3)3
,

fyy(x, y) =
(−2x2 + 10xy + 12y2)(x3 + xy2 − 2y3) − (x3 − 2x2y + 5xy2 + 4y3)2(2xy − 6y2)

(x3 + xy2 − 2y3)3

=
−2x5 + 6x4y + 30x3y2 − 30x2y3 + 36xy4 + 24y5

(x3 + xy2 − 2y3)3
.

(3) fx(x, y) = 4x
3(x2+y2)1/3 , fy(x, y) = 4y

3(x2+y2)1/3 より

fxx(x, y) =
4(x2 + 3y2)

9(x2 + y2)4/3
, fyy(x, y) = −

8xy

9(x2 + y2)4/3
, fyy(x, y) =

4(3x2 + y2)

9(x2 + y2)4/3
.

(4) fx(x, y) = − y
x2 e

y
x , fy(x, y) = − 1

x
e

y
x より

fxx(x, y) =
(2x + y)y

x4
e

y
x , fxy(x, y) = −

x + y

x3
e

y
x , fyy(x, y) =

1

x2
e

y
x .

(5) fx(x, y) =
2x cos(x2+y)

sin(x2+y)
, fy(x, y) =

cos(x2+y)

sin(x2+y)
より

fxx(x, y) =
{2 cos(x2 + y) − 4x2 sin(x2 + y)} sin(x2 + y) − 2x cos(x2 + y) · 2x cos(x2 + y)

sin(x2 + y)
=

sin(2(x2 + y)) − 4x2

sin(x2 + y)
,

fyy(x, y) = −
2x

sin2(x2 + y)
, fyy(x, y) = −

1

sin2(x2 + y)
.

3. 2 変数関数 f(x, y) と x(r, θ) = r cos θ, y(r, θ) = r sin θ の合成関数 z(r, θ) = f(r cos θ, r sin θ), および

Laplacian (ラプラシアン) ∆f = ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 について,

∆f =
∂2z

∂r2
+

1

r2

∂2z

∂θ2
+

1

r

∂z

∂r

が成立することを示せ.

【解答】 定理 4.3.7 より zr = zx cos θ + zy sin θ, zθ = −zxr sin θ + zyr cos θ. 更に z を zx, zy に置き換えて

(zx)r = zxx cos θ + zxy sin θ, (zy)r = zyx cos θ + zyy sin θ

(zx)θ = −zxxr sin θ + zxyr cos θ, (zy)θ = −zyxr sin θ + zyyr cos θ



となる. zxy = zyx と併せて

zrr = (zx cos θ + zy sin θ)r = (zx)r cos θ + (zy)r sin θ = zxx cos2 θ + 2zxy cos θ sin θ + zyy sin2 θ

zθθ = (−zxr sin θ + zyr cos θ)θ = −(zx)θr sin θ − zxr cos θ + (zy)θr cos θ − zyr sin θ

= zxxr2 sin2 θ − zxyr2 sin θ cos θ − zxr cos θ − zyxr2 cos θ sin θ + zyyr2 cos2 θ − zyr sin θ

∴ zrr +
1

r2
zθθ +

1

r
zr

=zxx cos2 θ + 2zxy cos θ sin θ + zyy sin2 θ

+ zxx sin2 θ − zxy sin θ cos θ −
zx

r
cos θ − zyx cos θ sin θ + zyy cos2 θ −

zy

r
sin θ

+
zx

r
cos θ +

zy

r
sin θ

=zxx(cos2 θ + sin2 θ) + zyy(sin2 θ + cos2 θ) = zxx + zyy

3. 2変数関数 f(x, y) = sin(x + y) と x(t) = 2t − 1, y(t) = 3t + 1 の合成関数を z(t) = f(2t − 1, 3t + 1) とすると

き, z(t) の n 次導関数 z(n)(t) を 2 変数関数の偏微分を用いて求めよ.

【解答】 ∂
∂x

= ∂x などと置く. 定理 4.3.2 より

d

dt
=

dx

dt

∂

∂x
+ +

dy

dt

∂

∂y
= 2∂x + 3∂y

∴ dnz

dtn
= (2∂x + 3∂y)nf(x, y)

∣∣
(x,y)=(2t−1,3t+1)

=

n∑
k=0

nCk2k3n−k∂k
x∂n−k

y f(x, y)
∣∣
(x,y)=(2t−1,3t+1)

.

次に a を定数とし θ = x + y + a と置く. このとき定理 4.3.5 より

∂x(sin(x + y + a)) =
d

dθ
(sin θ)

∂θ

∂x
= cos θ · 1 = sin

(
x + y + a +

π

2

)
同様に ∂y(sin(x + y + a)) = sin

(
x + y + a + π

2

)
となる事がわかる. これより

∂k
x∂n−k

y (sin(x + y)) = ∂k
x∂n−k−1

y sin
(
x + y +

π

2

)
= ∂k

x∂n−k−2
y sin

(
x + y +

π

2
+

π

2

)
= · · · = sin

(
x + y +

nπ

2

)
となるから 2 項定理 (2 + 3)n =

∑n
k=0 nCk2k3n−k と併せて

dnz

dtn
=

n∑
k=0

nCk2k3n−ksin
(
x + y +

nπ

2

)∣∣
(x,y)=(2t−1,3t+1)

= 5n sin
(
5t +

nπ

2

)
となる.

4. 次の 2 変数関数 f(x, y) のMaclaurin 展開を 1 変数関数の Maclaurin 展開を用いて求めよ.

(1) f(x, y) =
1

1 + 2x + y2
(2) f(x, y) =

√
1 − x2 − y2

(3) f(x, y) = xex+y (4) f(x, y) = log
√

1 + x2 + y2

(5) f(x, y) = sin(x + y) (6) f(x, y) = xy sin(x2 + y2)

【解答】 1 変数関数の Taylor 展開 (p.40 公式 2.5.11) を利用するときは, 収束半径 (=代入できる変数の範囲) に注意せよ (特に
(1)(2)(4)).



(1) 1
1+t

= 1 − t + t2 − t3 + · · · より f(x, y) = 1 − (2x + y2) + (2x + y2)2 − (2x + y2)3 + · · · =
∞∑

k=0

{−(2x + y2)}k (た

だし |2x + y2| < 1 のときに収束).

(2) 一般 2 項定理 (1 + t)α =
∑∞

k=0
α(α−1)···(α−(k−1))

k!
tk (|t| < 1) より

√
1 − x2 − y2 =

∞∑
k=0

1
2
( 1
2
− 1) · · · ( 1

2
− (k − 1))

k!
(−1)k(x2 + y2)k (x2 + y2 < 1)

(3) 任意の t に対し et =
∑

n=0 ∞
tn

n!
だから xex+y = x

∞∑
n=0

(x + y)n

n!
.

(4) log(1 + t) =
∑∞

n=1(−1)n−1 tn

n
(|t| < 1) だから

log
√

1 + x2 + y2 =
1

2
log(1 + x2 + y2) =

1

2

∞∑
n=1

(−1)n−1 (x2 + y2)n

n
(x2 + y2 < 1).

(5) sin t =
∑∞

n=0(−1)n t2n+1

(2n+1)!
だから sin(x + y) =

∞∑
n=0

(−1)n (x + y)2n+1

(2n + 1)!
.

(6) sin t =
∑∞

n=0(−1)n t2n+1

(2n+1)!
だから xy sin(x2 + y2) = xy

∞∑
n=0

(−1)n (x2 + y2)2n+1

(2n + 1)!
.

5. 次の 2 変数関数 f(x, y) のMaclaurin 展開を 3 次の項まで求めよ.

(1) f(x, y) =
xy

x + y + xy + 1
(2) f(x, y) =

1

1 + x2 + y2

(3) f(x, y) = ex+y sin(x + y) (4) f(x, y) = xy cos(x2 + y2)

(5) f(x, y) = tan−1(x + y) (6) f(x, y) = log(1 + x2 + +xy + y2)

【解答】 x, y の 3 次の無限小 (=4 次以降の式) を o(3) と記す事にする.

(1) |x + y + xy| < 1 とする. xy が 2 次である事に注意すれば

f(x, y) = xy

{
1 − (x + y + xy) +

∞∑
n=2

(−1)n(x + y + xy)n

}
= xy − x2y − xy2 + o(3)

(2) x2 + y2 < 1 とすると

f(x, y) = 1 − (x2 + y2) + (x2 + y2)2 +

∞∑
n=3

(−1)n(x2 + y2)n = 1 − x2 − y2 + o(3)

(3) f(x, y) =
(∑∞

m=0
(x+y)m

m!

)(∑∞
n=0(−1)n (x+y)2n+1

(2n+1)!

)
= (x + y) + (x + y)2 +

(x+y)3

3
+ o(3)

(4) f(x, y) = xy
(∑∞

n=0(−1)n (x+y)2n

(2n)!

)
= xy

(
1 − (x2+y2)2

2!
+

(x2+y2)4

4!
+ · · ·

)
+ o(3) = xy

(5) tan−1 t =
∑∞

n=0(−1)n−1 t2n+1

2n+1
(|t| < 1) より f(x, y) = (x + y) − (x+y)3

3
+ o(3)

(6) log(1 + t)
∑∞

n=1(−1)n−1 tn

n
(|t| < 1) より f(x, y) = x2 + xy + y2 + o(3)

6. (1) 1変数関数 f(u) と g(v)の和である 2変数関数 f(u) + g(v) と u(x, y) = x + cy, v(x, y) = x− cy の合成関

数を z(x, y) = f(x + cy) + g(x − cy) とすると, z(x, y) は波動方程式
∂2z

∂x2
=

1

c2

∂2z

∂y2
を満たすことを示せ.

(2) 2 変数関数 F (x, y) と u(x, y) = x + cy, v(x, y) = x − cy の合成関数を G(u, v) = F
(u + v

2
,
u − v

2c

)
と

する.



(i) F (x, y) が波動方程式
∂2F

∂x2
=

1

c2

∂2F

∂y2
を満たすとすると,

∂2G

∂u∂v
= 0 が成立することを示せ.

(ii) f(u) =

∫
∂G

∂u
du と置くと G(u, v) = f(u) + g(v) となる事を示せ.

【解答】 (1) 定理 4.3.7, 及び ux = vx = 1, ux = c, vx = −c より

zx = zuux + zvvx = zu · 1 + zv · 1 = zu + zv , zy = zuuy + zvvy = zu · c + zv · (−c) = c(zu − zv)

zxx = (zu)x + (zv)x = zuuux + zuvvx + zvuux + zvvvx = zuu + 2zuv + zvv

zyy = c(zu)y − c(zv)y = c(zuuuy + zuvvy) − c(zvuuy + zvvvy) = c2(zuu − 2zuv + zvv)

z の定義より zuv = 0 だから

zxx −
1

c2
zyy = zuu + 2zuv + zvv − (zuu − 2zuv + zvv) = 4zuv = 0 ∴ zxx =

1

c2
zyy

(2) (i) xu = xv = 1/2, yu = 1/2c, yv = −1/2c より

Guv = (Fxxu + Fyyu)v =
1

2c
(cFx + Fy)v =

1

2c
{c(Fxxxv + Fxyyv) + (Fyxxv + Fyy)yv}

=
1

2c

{(
c

2
Fxx −

1

2
Fxy

)
+

(
1

2
Fyx −

1

2c
Fyy

)}
=

1

4

(
Fxx −

1

c2
Fyy

)
= 0

(ii) g = G − f と置くと gu = Gu − fu = Gu − Gu = 0 より g は変数 v のみの関数となる.

7. 次の式で定まる陰関数が存在するか判定し, 存在する場合は陰関数の導関数を求めよ.

(1) x2 + xy − y2 + 2 = 0 (2) x2 − y2 + x2y2 = 0 (3) 5x2 + 8y2 − 5 = 0

(4) x3 − 3xy + y3 = 0 (5) x
1
3 + y

1
3 = 1 (6) ex+y = x2 + y2

(7) log(x2 + y2) = tan−1 y

x

【解答】 f = 0 で定義される陰関数を y = φ(x) と置く.

(1) f = x2 + xy − y2 + 2 と置く. fx = 2x− y, fy = x− 2y. x = 2y のとき, f = 4y2 + 2y2 − y2 + 2 = 5y2 + 2 > 0 だ

から, 曲線 f = 0 上で fy は決して 0 にならない. よって至る所で陰関数を持ち, φ′ = −
fx

fy
= −

2x − y

x − 2y
となる.

(2) f = x2 − y2 + x2y2 と置く. fx = 2x + 2xy2 = 2x(1 + y2), fy = −2y + 2x2y = 2y(x2 − 1). x2 = 1 のとき,

f = 1− y2 + y2 = 1 > 0 だから, 曲線 f = 0 上で fy は決して 0 にならない. よって至る所で陰関数を持ち, φ′ = −
x(y2 + 1)

y(x2 − 1)

となる.

(3) f = 5x2 + 8y2 − 5 と置く. fx = 10x, fy = 16y. (x, y) = (±1, 0) を除き, 曲線 f = 0 上で fy は決して 0 にならず,

よって陰関数が定まる. また, この陰関数の導関数は φ′ = −
5x

8y
となる.

(4) f = x3 − 3xy + y3 と置く. fx = 3x2 − 3y, fy = −3x + 3y2. (x, y) = (32/3, 31/3) を除き, 曲線 f = 0 上で fy は決

して 0 にならず, よって陰関数が定まる. また, この陰関数の導関数は φ′ =
x2 − y

x − y2
となる.

(5) f = x1/3 + y1/3 − 1 と置く. fx = 1
3x2/3 , fy = 1

3y2/3 . (x, y) = (1, 0), (0, 1) を除き, 曲線 f = 0 上で fy は決して 0

にならず, よって陰関数が定まる. また, この陰関数の導関数は φ′ = −
y2/3

x2/3
となる.

(6) f = ex+y − x2 − y2 と置く. fx = ex+y − 2x, fy = ex+y − 2y. f = 0 かつ ex+y = 2y となる点 (x, y) を除き陰関数

が定まる. また, この陰関数の導関数は φ′ = −
ex+y − 2x

ex+y − 2y
となる.

(7) f = log(x2 + y2)− tan−1 y
x
と置く. fx = 2x+y

x2+y2 , fy = 2y−x
x2+y2 . log(5y2) = tan−1 1

2
となる点 (x, y) を除き陰関数が

定まる. また, この陰関数の導関数は φ′ = −
2x + y

2y − x
となる.


