
§ 5.2 (p.121)

絶対値 | · | の記号と行列式の記号を混同する恐れがあるため, |x| を abs x と記す事にする.

1. (1) E = {(r, θ) : a ≤ r ≤ 2a, 0 ≤ θ ≤ 2π} とすれば, m ̸= 1 のとき,

(与式) =

∫∫
E

|r|drdθ

r2m
=

∫ 2π

0

(∫ 2a

a
r1−2mdr

)
dθ = 2π

[ 1

2 − 2m
r2−2m

]2a

a
=

(22−2m − 1)π

1 − m
a2−2m

m = 1 のとき,

(与式) =

∫∫
E

|r|drdθ

r2
=

∫ 2π

0

(∫ 2a

a
r−1dr

)
dθ = 2π [log r]2a

a = 2π log 2

(2) E = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π} とすれば,

(与式) =

∫∫
E

√
1 − r2|r|drdθ =

∫ 2π

0

(∫ 1

0
r(1 − r2)1/2dr

)
dθ = 2π

[
−

1

3
(1 − r2)3/2

]1
0

=
2π

3

(3) E = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ cot θ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2} (p.120 例題 5.2.4 参照) とすれば,

(与式) =

∫∫
E

r cos θ|r|drdθ =

∫ π/2

−π/2

(∫ cos θ

0
r2dr

)
cos θdθ =

2

3

∫ π/2

0
cos4 θdθ =

2

3

3

4

1

2

π

2
=

π

8

2. (1) u = x + y, v = x − y (x = u+v
2

, y = u−v
2

) と置く. また E = {(u, v) : 0 ≤ u ≤ 2, 0 ≤ v ≤ 2} とする.

abs
∂(x, y)

∂(u, v)
= abs

∣∣∣∣ 12 1
2

1
2

− 1
2

∣∣∣∣ = abs(−
1

2
) =

1

2

と変数変換公式より

(与式) =

∫∫
E

veu 1

2
dudv =

1

2

∫ 2

0
eudu ×

∫ 2

0
vdv = e2 − 1 .

(2) x = ar cos θ, y = b sin θ, E = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π} とする.

abs
∂(x, y)

∂(r, θ)
=

∣∣∣∣a cos θ −ar sin θ
b sin θ br cos θ

∣∣∣∣ = ab|r|

と変数変換公式より

(与式) =

∫∫
E

a2r2 cos2 θab|r|drdθ = a3b

∫ 1

0
r3dr

∫ 2π

0
cos2 θdθ =

π

4
a3b .

(3) x + y = u, y = v (x = u − v, y = v), E = {(u, v) : u2 + v2 ≤ 1} とする.

abs
∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣1 −1
0 1

∣∣∣∣ = 1

と変数変換公式より (与式) =

∫∫
E

u4dudv. 更に u = r cos θ, v = r sin θ, E′ = {(r, θ) : 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π} と

すば

(与式) =

∫∫
E′

r4 cos4 θrdrdθ =

∫ 1

0
r3dr

∫ 2π

0
cos2 θdθ =

π

4
a3b .

3. (1) (r, θ, φ) を空間極座標, 即ち x = r sin θ cos φ, y = r sin θ sin φ, z = r cos θ となるものとする. 空間極座標に関す
る Jacobi行列は

∂(x, y, z)

∂(r, θ, φ)
=


∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂φ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂φ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂φ

 =

[
sin θ cos φ r cos θ cos φ −r sin θ sin φ
sin θ sin φ r cos θ sin φ r sin θ cos φ

cos θ −r sin θ 0

]
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従って Jacobi行列式は

det
∂(x, y, z)

∂(r, θ, φ)

= cos θ

∣∣∣∣r cos θ cos φ −r sin θ sin φ
r cos θ sin φ r sin θ cos φ

∣∣∣∣− (−r sin θ)

∣∣∣∣sin θ cos φ −r sin θ sin φ
sin θ sin φ r sin θ cos φ

∣∣∣∣ (
第 3行に関する
余因子展開

)
=r2 cos2 θ sin θ

∣∣∣∣cos φ − sin φ
sin φ cos φ

∣∣∣∣+ r2 sin3 θ

∣∣∣∣cos φ − sin φ
sin φ cos φ

∣∣∣∣
=r2(cos2 θ + sin2 θ) sin θ × (cos2 φ + sin2 φ) = r2 sin θ

となる. また D は空間極座標により

E = {(r, θ, φ) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π/2, 0 ≤ φ ≤ π/2}

と表される. これらと変数変換公式より

(与式) =

∫∫∫
E

r sin θ cos φ|r2 sin θ|drdθdφ

=

(∫ a

0
r3dr

)(∫ π/2

0
sin2 θdθ

)(∫ π/2

0
cos φdφ

)
=

πa4

16
.

(2) D は空間極座標により

E = {(r, θ, φ) : 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π}

と表される. これらと変数変換公式より

(与式) =

∫∫∫
E

r2|r2 sin θ|drdθdφ =

(∫ a

0
r4dr

)(∫ π

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
dφ

)
=

4πa5

5
.

4. D′ = {(r, θ) : α ≤ θ ≤ β, 0 ≤ r ≤ f(θ)} とすれば

S(D) =

∫∫
D

dxdy =

∫∫
D′

rdrdθ =

∫ β

α

(∫ f(θ)

0
rdr

)
dθ =

1

2

∫ β

α
f(θ)2dθ.

(1) r ≥ 0 となる範囲が 0 ≤ θ ≤ π である事に注意して

S(D) =
1

2

∫ π

0
sin2 θdθ =

∫ π/2

0
cos2 θdθ =

π

4

(2) 範囲 0 ≤ θ ≤ π/4 にある部分を 4倍すればよい. x = r cos θ, y = r sin θ (r > 0) とすれば

(x2 + y2)2 = x2 − y2, r4 = r2 cos2 θ − r2 sin2 θ, r2 = cos 2θ

だから, S(D) = 4 ×
1

2

∫ π/4

0
cos 2θdθ = 1

(3) 範囲 0 ≤ θ ≤ π にある部分を 2倍すればよい.

S(D) =2 ×
1

2

∫ π

0
a2(1 + cos θ)2dθ = a2

∫ π

0
(1 + 2 cos θ + cos2 θ)dθ =

3π

2
a2

O

y

x

y y

x xO O

θ = π
4

(1) (2) (3)

1

1 2a

aθ

r = sin θ
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