
§4.5 部分空間, 直積空間

p. 193 1. M を位相空間 S の部分空間とする. 次を証明せよ
(i) M の閉集合系 AM は {A ∩ M : A ∈ A} (Aは S の閉集合系) に等しい.

(ii) x のM に於ける近傍系 V M (x) は {V ∩ M : V ∈ V (x)} (V (x)は xの S に於ける近傍系) に等しい.

解答 A ∈ A に対し Ac ∈ O だから M ∩ Ac ∈ OM . M = M ∩ A ⨿ M ∩ Ac, 従って M ∩ A = M − M ∩ Ac だから
M ∩ A ∈ AM . 逆に F ∈ AM だとすると F c ∈ OM , 従って F c = M ∩ O (O ∈ O) と表される. A = Oc ∈ A とすれば
F = M ∩ A となる. 従って等式 (5.4) が成立する.

V ∈ V (x) に対し x ∈ U ⊂ V となる U ∈ O をとる. このとき x ∈ U ∩ M ⊂ V ∩ M より V ∩ M ∈ V M (x).

逆に W ∈ V M (x) だとすると x ∈ U ∩ M ⊂ W となる U ∈ O が存在. V = U ∪ W とすれば V ∈ V (x) であり,

V ∩ M = (U ∩ M) ∪ (W ∩ M) = W となる. 従って等式 (5.5) が成立する.

p. 193 2. M を位相空間 (S, O) の部分集合とするとき, B が Oの基底 (または準基底)ならば

BM = {O ∩ M : O ∈ B}

はM の開集合系 OM の基底 (または準基底)となる事を示せ.

解答 B が O の基底の場合 : U を OM の任意の元とする. U は O の元 O を用いて U = O ∩ M と表される. 任意の
x ∈ U に対し x ∈ V ⊂ O となる V ∈ B がとれる. このとき V ∩M ∈ BM かつ x ∈ V ∩M ⊂ O ∩M = U となる. 従っ
て BM は OM の基底である.

B が Oの準基底の場合 : U を OM の任意の元とする. U は O の元 O を用いて U = O ∩ M と表される. B は Oの準
基底だから, 任意の x ∈ U に対し x ∈

∩
i=1 rVi ⊂ O となる有限個の V1, · · · , Vr ∈ B がとれる. このとき Vi ∩ M ∈ BM

かつ x ∈
∩

i=1 r(Vi ∩ M) ⊂ O ∩ M = U となる. 従って BM は OM の準基底である.

p. 193 3. M を位相空間 S の部分空間とするとき, M の任意の部分集合X のM に於ける閉包はX ∩ M (X はX の S

に於ける閉包) となる事を示せ.

解答 定義より X ∩ M はX を含むM の閉集合である. 次に F をX を含む M の閉集合とする. F = E ∩ M (E は S の

閉集合) と表すとき, X ⊂ E だから X ⊂ E, 従って X ∩ M ⊂ F となる. よって X ∩ M は X を含むM の最小の閉集合

だから, X ∩ M が X のM 内の閉包となる.

p. 193 4. 前問で, X ∈ P(M) のM に於ける内部を Xi′, S に於ける内部を Xi とすれば, Xi′ ⊃ Xi である事を示せ.

また任意の X ∈ P(M) に対し Xi′ = Xi が成り立つ為にはM が S の開集合である事が必要十分である事を示せ.

解答 Xi ⊂ X ⊂ M より Xi = Xi ∩ M だから, Xi は X に含まれるM の開集合. よって Xi ⊂ Xi′ となる.

Xi′ = O ∩ M (O は S の開集合) と表されるとする. M が S の開集合ならば Xi′ は S の X の開集合となるから

Xi′ ⊂ Xi, 従って Xi′ = Xi となる. 逆に任意の X ⊂ M に対し Xi = Xi′ が成立するとき, X として X = M とすれば

M = M i′ = M i より M は S の開集合である.
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p. 193 5. 離散空間の任意の部分空間は離散空間, 密着空間の任意の部分空間は密着空間である事を示せ.

解答 M を位相空間 S の部分空間とする.

S が離散空間の場合 : U をM の任意の部分集合とすると U は S の開集合, かつ U = U ∩M となるから U ∈ OM . 従っ
て OM はM 上の離散位相構造となる.

S が密着空間の場合 : ∅ ではない任意の開集合 U ∈ OM について, 定義より U = O ∩ M となる O ∈ O が存在.
O = {∅, S} だから U ̸= ∅ と併せて O = S, 従って U = M となる. よって OM = {∅, M}, 即ち OM はM 上の密着位
相構造である.

p. 193 6. M を位相空間 S の部分集合とする. M の全ての点がM の孤立点である為には, S の部分空間としてM が離散
空間である事が必要十分である事を示せ.

解答 M が離散空間ならば各点 x ∈ M に対し {x} がM の開集合となり, これより xはM の孤立点となる.

逆に M の任意の点が孤立点だとする. このとき任意の x ∈ M に対し U ∩ M = {x} となる開集合 U が存在し, 従って
1点集合 {x} は部分空間M の開集合となる. これよりM の任意の部分集合 V =

∪
x∈V {x} は部分空間 M の開集合, 即ち

M は離散空間である.

p. 193 7. A1, A2, B を位相空間 S の部分集合とし, B ⊂ A1 ∩ A2 とする. そのとき B が A1 に於いても A2 に於いても
開集合 (または閉集合)であるならば, B ⊂ A1 ∪ A2 の老いても開集合 (または閉集合)である事を示せ.

解答 B が A1, A2 で開集合だとすると B = A1 ∩ O1 = A2 ∩ O2 となる S の開集合 O1, O2 が存在する. このとき

(A1 ∪ A2) ∩ (O1 ∩ O2) = (A1 ∩ (O1 ∩ O2)) ∪ (A2 ∩ (O1 ∩ O2)) = (B ∩ O2) ∪ (B ∩ O1) = B

より B は A1 ∪ A2 の開集合である.

B が A1, A2 で閉集合だとすると B = A1 ∩ F1 = A2 ∩ F2 となる S の閉集合 F1, F2 が存在する. このとき

(A1 ∪ A2) ∩ (F1 ∩ F2) = (A1 ∩ (F1 ∩ F2)) ∪ (A2 ∩ (F1 ∩ F2)) = (B ∩ F2) ∪ (B ∩ F1) = B

より B は A1 ∪ A2 の閉集合である.

p. 193 8. Rの開区間 (a, b)は (相対位相に関して)Rと同相な位相空間である事を示せ.

解答 −∞ < a < b < ∞ のとき, f1 : (a, b) → (−π/2, π/2) を f1(t) = π
b−a

t − π(a+b)
2(b−a)

により定義すれば f1 は (a, b)

から (−π/2, π/2) への全単射となる. f1 は一次式だから連続であり, 逆写像も一次式だから連続. よって f1 は (a, b) から
(−π/2, π/2) への同相写像である. 次に f2 : (−π/2, π/2) → R を f1(t) = tan t により定義すれば, f2 は同相写像である.

従って f1 と f2 の合成写像 f2 · f1 : (a, b) → R は同相写像である.

−∞ < a, b = ∞ のとき, f : R → (a,∞), f(t) = a + et, a = −∞, b < ∞ のとき, f : R → (−∞, b), f(t) = b− et と
すれば f は同相写像となる.

p. 193 9. 位相空間の間の写像が開写像または閉写像であるという性質は, 定義域を縮小するとき一般には保存されない事を,
例を挙げて示せ.
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解答 f : R → R f(x) = x とする (Rには通常位相を定義しておく) . f は開写像, かつ閉写像である. R の閉区間 I = [0, 1]

への制限 f
∣∣
I
について, I は部分空間 I の開集合だが, f

∣∣
I
による像は R の閉集合となる. また Rの開区間 J = (0, 1)への

制限 f
∣∣
J
について, J は部分空間 J の閉集合だが, f

∣∣
I
による像は R の開集合となる. 従って開写像, 閉写像の部分空間への

制限は開写像, 閉写像になるとは限らない.

p. 193 10. Bλ ⊂ Oλ を直積空間 S =
∏

λ∈Λ Sλ の各因子 Sλ の開基底とする. 初等開集合

n∩
i=1

pr−1
λi

(Oλi
) =

 ∏
λ∈Λ−{λ1,··· ,λn

Sλ

× Oλ1 × · · · × Oλn (1)

で, Oλi
∈ Bλi

(i = 1, · · · , n) となるものの全体は S 上の直積位相 Oの開基底となる事を示せ.

解答 O を S の開集合だとする. 任意の x = (xλ) ∈ O に対し x ∈
∩n

i=1 pr−1
λi

(Oλi
) となる λ1, · · · , λn ∈ Λ 及び Sλi

の

開集合 Oλi
が存在する. 各 λi について xλi

∈ Vλi
⊂ Oλi

となる Vλi
∈ Bλi

がとれる. pr−1
λi

(Vλi
) ⊂ pr−1

λi
(Oλi

) より∩n
i=1 pr−1

λi
(Vλi

) ⊂
∩n

i=1 pr−1
λi

(Oλi
). 更に λ = λi ならば prλ(x) = xλ ∈ Vλi

, 従って x ∈
∩n

i=1 pr−1
λi

(Vλi
) となる. 故

に各 Oλi
が Bλi

に属するような集合 (1)の全体だけを考えても, それだけで既に Oの基底になっている.

p. 193 11. 直積空間 S =
∏

λ∈Λ Sλ の部分集合M =
∏

λ∈Λ Mλ について,

Ma =
∏
λ∈Λ

Ma
λ

が成立する事を示せ.

解答 prλ : S → Sλ を射影とする. λ ∈ Λ に対し pr−1
λ (Mλ) は pr−1

λ (Mλ) を含む閉集合であり,

M =
∩

λ∈Λ

pr−1
λ (Mλ) ⊂

∩
λ∈Λ

pr−1
λ (Mλ) =

∏
λ∈Λ

Mλ

だから
∏

λ Mλ はM を含む閉集合, 従って M ⊂
∏

λ∈Λ Mλ である.

逆に x = (xλ) ∈
∏

λ∈Λ Mλ とする. S に於ける xの近傍 O に対し,

x ∈
m∩

i=1

pr−1
λi

(Oλi
) ⊂ O, xλi

∈ Oλi

となる λ1, . . . , λn ∈ Λ 及び開集合 Oλi
が存在 (定理 26 系 2). xλi

∈ Mλi
だから aλi

∈ Mλi
∩ Oλi

がとれる.

λ ∈ Λ − {λ1, · · · , λn} に対し任意の aλ ∈ Mλ をとり a = (aλ) とすれば a ∈ M ∩
∩m

i=1 pr−1
λi

(Oλi
), 従って M ∩ O ̸= ∅

となり, よって x ∈ M である.

p. 193 12. 前問に於いて Λ が有限集合の場合,

M i =
∏
λ∈Λ

M i
λ

も成立する事を示せ. Λ が無限集合の場合にはどうか?
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解答 prλ : S → Sλ を射影とする. x = (xλ) ∈ M i に対し x ∈
∩m

i=1 pr−1
λi

(Oλi
) ⊂ M となる λ1, . . . , λm ∈ Λ 及びMλi

に於ける xλi
の開近傍 Oλi

が存在する. このとき各 λ ∈ Λに対し

xλ ∈ prλ

(
m∩

i=1

pr−1
λi

(Oλi
)

)
=

{
Oλi

(λ = λi)

Sλ (otherwise)
⊂ Mλ,

従って xλ ∈ M i
λ. よって x ∈

∏
λ∈Λ M i

λ, 即ちM i ⊂
∏

λ∈Λ M i
λ となる. Λが有限な場合,

∏
λ∈Λ M i

λ =
∩

λ∈Λ pr−1
λ (M i

λ)

は有限個の開集合の共通部分だから開集合, 特にM に含まれる開集合だから
∏

λ∈Λ M i
λ ⊂ M i となる.

S =
∏

n∈N Sn (Sn = R), M =
∏

n∈N Mn (Mn = (0, 1)) のとき, M i
n = Mn だから

∏
n∈N M i

n =
∏

n∈N Mn = M .

一方, 仮に x ∈ M i だとすると x ∈
∩m

i=1 pr−1
λi

(Oni ) ⊂ M となる n1, · · · , nm ∈ N 及び xni の開近傍 Oni が存在. し

かし n ̸= n1, · · · , nm のとき, prn(
∩m

i=1 pr−1
λi

(Oni )) = R であって,
∩m

i=1 pr−1
λi

(Oni ) は M に含まれず矛盾する. 故に

M i = ∅ である.

従って一般に添字集合が有限ならば等号は成立するが, 無限集合の場合は成立するとは限らない.

p. 194 13. 可算個の位相空間族 (Sn)n∈N において, どの Sn も第 2可算公理を満足するならば, 直積空間 S =
∏

n∈N Sn

も第 2可算公理を満たす事を示せ.

解答 各 Oλi
が Bλi

に属するような集合問題 10の (1) の全体 Bが直積位相 Oの基底となる. この基底の濃度は加算集合 Λ

の有限部分集合の全体の濃度に等しく, 一般に加算集合の有限部分集合の全体は再び加算集合となる (p.77 問題 5)から, B は
可算集合となる. 従って O は第 2可算公理を満たす.

p. 194 14. 直積集合 S =
∏

λ∈Λ Sλ から Sλ への射影 prλ は一般には閉集合でないことを, 例を挙げて示せ.

解答 Si = R, S = S1 × S2 = R2 とする. S の閉集合 M = {(x, y) ∈ S : xy = 1} の S1 への射影 pr1 : S → S1 による

像 (−∞, 0) ∪ (0,∞) は S1 の開集合となる. 従って射影による閉集合の像は必ずしも閉集合ではない.

p. 194 15. 位相空間 S から直積空間 S′ =
∏

λ∈Λ S′
λ への写像が連続である為には, 全ての λ ∈ Λ に対し fλ = prλ ·f :

S → S′ が連続である事が必要十分である事を示せ.

解答 f が連続であるとき, Sλ の開集合 Oλ に対し pr−1
λ (Oλ) は S′ の開集合だから, f−1

λ (Oλ) = f−1
(
pr−1

λ (Oλ)
)
は S

の開集合となる. 従って fλ は連続.

逆に各 fλ が連続だとすると, Sλ の任意の開集合 Oλ に対し f−1
λ (Oλ) は S の開集合となる. 任意の初等開集合

O =
∩n

i=1 pr−1
λi

(Oλi
) について p.31 (4.3)′ より

f−1(O) =

n∩
i=1

f−1
(
pr−1

λi
(Oλi

)
)

=

n∩
i=1

f−1
λi

(Oλi
)

となるから f−1(O) は S の開集合である. 故に f は連続である.

p. 194 16. (Sλ)λ∈Λ を位相空間の族, Λ1 を Λ の部分集合とし, Λ − Λ1 に属する各 µ に対してそれぞれ Sµ の 1 つ

の元 x0
µ を定めておく. そのとき

∏
λ∈Λ1

Sλ の各点 x = (xλ)λ∈Λ1 に
∏

λ∈Λ Sλ の点 x∗ = (x∗
λ)λ∈Λ (ただし λ ∈ Λ1
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に対しては x∗
λ = xλ, µ ∈ Λ − Λ1 に対しては x∗

µ = x0
µ) を対応させる写像は,

∏
λ∈Λ1

Sλ から
∏

λ∈Λ Sλ の部分空間∏
λ∈Λ1

Sλ ×
∏

µ∈Λ−Λ1
{x0

µ} への同相写像である事を示せ.

解答 　

S =
∏
λ∈Λ

Sλ, T =
∏

λ∈Λ1

Sλ, M =
∏

λ∈Λ1

Sλ ×
∏

µ∈Λ−Λ1

{x0
µ}

とし, S から Sλ への射影を prλ, T から Sλ への射影を qλ とする. prλ 達から

導かれる S から T への写像 (xλ)λ∈Λ → (xλ)λ∈Λ1 を p と記す. 更に問題で構成

された写像 T から S への写像を q とすれば q(T ) = M であり, また q は単射とな

る事は明らかだから, q の終集合をM に換えた写像を q′ とすれば q′ は T からM
への全単射となる.

T

M

q′

��5
55
5

S

r R

�		
		

Sλ

qλ

((PP
PPP

PPP
PP

prλ

66nnnnnnnnnn

q

��

p

OO

x = (xλ) ∈ T に対し λ ∈ Λ1 のとき prλ ·q = qλ, λ ∈ Λ−Λ1 のとき prλ ·q(x) = x0
µ (定数写像) だから, 任意の λ ∈ Λ

に対し prλ ·q は連続. よって問題 15 より q は連続. 更に定理 25 (b) より q′ も連続である.

一方, 定義より写像 p : S → T は連続だから, 定理 25 (a) より p のM への制限, 即ち q′ の逆写像 (q′)−1 : M → T は
連続である.

以上より q′ は T から M への同相写像である事が導かれた.

p. 194 17. f を直積空間 S =
∏

λ∈Λ Sλ から位相空間 S′ への連続写像とする. 前問のようにして
∏

λ∈Λ1
Sλ の各点 x

に
∏

λ∈Λ Sλ の点 x∗ を対応させ, f(x) = f(x∗)と置けば, f1 は
∏

λ∈Λ1
Sλ から S′ への連続写像である事を示せ.

解答 前問の記号を踏襲する. f1 の定義より f1 = f · q と表される. q は連続だから, f の連続性と併せれば, f1 は連続とな
る.

p. 194 18. 写像 f : R × R → Rを次のように定義する :

f(x1, x2) =

{
x1x2/(x2

1 + x2
2) ((x1, x2) ̸= (0, 0)),

0 ((x1, x2) = (0, 0)).

この f は x1 についても x2 についても連続であるが, 2変数の写像として点 (0, 0)で連続ではない事を示せ.

解答 x2 ̸= 0 を一つ固定し, f(x1, x2) を変数 x1 に関する 1 変数関数と見做せば f(x1, x2) は明らかに連続である. また
x2 = 0 のときも f(x1, 0) = 0 より変数 x1 に関する 1変数関数 f(x1, 0) は連続となる. f(x1, x2) は x1, x2 に対し対称だか
ら, x1 を固定して変数 x2 に関する 1変数関数と考えても連続となる事が分かる.
一方, 2変数関数と考えた場合, 直線 x2 = x1 上で f(x1, x2) = 1/2 (x1 ̸= 0) となるから, 0 < ε < 1/2 となる任意の ε

に対し如何なる δ > 0をとっても f(B(0; δ)) ̸⊂ (−ε, ε) が成立. よって f は原点 (0, 0)に於いて連続ではない.

p. 194 19. 1つの位相空間 (S, O), 1つの集合 S′, 及び S から S′ への写像 f が与えられたとする. そのとき S′ の部分

集合 O′ で f−1(O′) ∈ O となるものの全体を O′ とすれば, O′ は S′ における位相で, f は (S, O) から (S′, O′) への連続写

像となる事を示せ. またこの O′ は f が連続となるような S′ に於ける位相のうちで最も強いものである事を示せ. (この O′ を,

写像 f : S → S′ によって S の位相 Oから誘導される S′ の位相という.)

解答 O′ が S′ 上の位相になる事 :
(Oi) f−1(∅) = ∅, f−1(S′) = S より ∅, S′ ∈ O′.

(Oii) O1, O2 ∈ O′ とする. f−1(O1 ∩ O2) = f−1(O1) ∩ f−1(O2) ∈ O より O1 ∩ O2 ∈ O′ となる.
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(Oiii) Oλ ∈ O′ (λ ∈ Λ) とすると f−1(
∪

λ∈Λ Oλ) =
∪

λ∈Λ f−1(Oλ) *4 より
∪

λ∈Λ Oλ ∈ O′.

従って O′ は S′ 上の位相構造となる. O′ の定義より f の連続性は自明.

次に O1 を f が連続となるような S′ 上の位相構造だとすると, f の連続性より任意の O1 ∈ O1 について f−1(O1) ∈ O だ

から, O′ の定義より O1 ∈ O′ となる. 従って O1 ≤ O が成立. 即ち O′ は f を連続とするような S′ 上の最強の位相構造で
ある.

p. 194 20. xを位相空間 S の点, V を xの S に於ける近傍とする. そのとき, V に於ける xの任意の近傍は S に於ける
xの近傍ともなる事を示せ.

解答 仮定より x ∈ U ⊂ V となる S の開集合 U がとれる. 今, W を V に於ける xの近傍とすると x ∈ W ′ ⊂ W となる部
分空間 V の開集合 W ′ が存在. 更にW ′ = O′ ∩ V (O は S の開集合) と表される. ここで O = O′ ∩ U とすれば O は
x ∈ O となる S の開集合であり, かつ O ⊂ W が成立. 故に W は S に於ける xの近傍でもある.

*4 任意の写像 f : X → Y と Y の任意の部分集合族 {Yλ}λ∈Λ について f−1(
∪

λ∈Λ Yλ) =
∪

λ∈Λ f−1(Yλ) である. 実

際, x ∈ f−1(
∪

λ∈Λ Yλ) ならば或る λ ∈ Λ に対し f(x) ∈ Yλ, 従って x ∈ f−1(Yλ) となるから (左辺) ⊂ (右辺) が

成立. 逆に x ∈
∪

λ∈Λ f−1(Yλ) ならば或る µ ∈ Λ に対し x ∈ f−1(Yµ), 従って f(x) ∈ Yµ ⊂
∪

λ∈Λ Yλ となるから

x ∈ f−1(
∪

λ∈Λ Yλ). 従って (左辺) ⊃ (右辺) となる.
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